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iv Resumen 
 
 
VEDRI es un vehículo eléctrico de dos ruedas también conocido como (DIWHEEL), distinto a 
los vehículos de una sola vía como los son las bicicletas y motocicletas, los cuales tienen una 
rueda que sigue la otra, los DIWHEEL se componen de dos ruedas exteriores muy grandes que 
abarcan por completo una cabina interior, esta cabina interior puede girar entre las dos ruedas 
libre mente lo cual implica dos problemas muy comunes que afectan la comodidad de los 
tripulantes, como lo son el chapoteo y volteo (GERBILLING), para mejorar estos problemas se 
realizó un profundo estudio en vehículos similares para comparar su forma constructiva y  las 
ecuaciones de control relacionadas a cada uno de estos vehículos, luego se realiza un  prototipo  
de diseño 3D en un software computacional conocido como SOLIDWORKS, permitiendo una 
visualización de  las partes y  una mejora en los componentes básicos que conforman los 
DIWHEEL, luego este ensamble  de componentes es exportado al programa computacional 
MATLAB, el cual muestra  una visualización de bloques de  control relacionados al vehículo 
simulado, permitiendo un estudio y el proceso de pruebas de control, aplicando señales de 
entradas y comparando señales de salidas en el proceso de simulación.  
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Capítulo 1 
Introducción  
Incorporar el diseño del  DIWHEEL como una opción de trasporte  a la  
necesidad de movilidad, y de aprovechamiento del poco espacio que tenemos en la 
mayoría de las ciudades, que pueda funcionar por medio de motores eléctricos, los 
cuales son una alternativa ecológica por que  no produce emisiones de gases 
contaminantes. 
VEDRI es un vehículo eléctrico de dos ruedas unidas por una cabina interior, 
por medio de un mecanismo de equilibrio interno utilizando el principio de péndulo 
invertido, y un conjunto de piezas móviles ubicadas en las ruedas para un mejor 
control  del mismo. 
 
Planteamiento del problema  
El diseño de nuevas tecnologías dispone de un estudio de control eléctrico y 
mecánico enfocado a los vehículos eléctricos, los cuales son una opción para reducir el  
CO2 y otros contaminantes existentes en las ciudades. 
Actualmente hay un gran incremento de vehículos de combustión, lo cual hace 
necesario tomar iniciativas para desarrollar vehículos pequeños que sean  limpios con el 
medio ambiente, que puedan descongestionar el tráfico y aprovechen  los espacios, 
trayendo beneficioso para la sociedad. 
Los gases contaminantes liberados al ambiente se concentran y son perjudiciales para 
los seres vivos, estos se acumula con otros tipos de gases provenientes de volcanes y 
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otros medios naturales, cada día esta contaminación es más notoria, por el uso excesivo 
de combustibles fósiles utilizados en la combustión de motores, para el trasporte y usos 
industriales. 
Los gases contaminantes más habituales son: clorofluorocarbonos (CFC), monóxido 
de carbono (CO), dióxido de carbono (CO2), óxidos de nitrógeno (NOX), dióxido de 
azufre (SO2), metano (CH4) y ozono(03). Ya que el uso de automóviles refleja progreso, 
pero en algunas ciudades puede ser un problema. (Agencia Internacional de la Energía, 
2012). 
Hoy en día circulan por calles y carreteras del mundo millones de vehículos de 
combustión interna, como  lo son; motociclistas, camionetas y  autobuses, por el 
momento dependemos de estos artefactos, los seres humanos estamos aprendiendo y 
tratamos de optimizar el uso de estos  para así reducir emisiones que  impactan en el 
medio ambiente. Desde la primera década del siglo XXI, las industrias a cargo del 
trasporte han participado en proyectos distintos como lo son los automóviles híbridos, 
que tienen el  fin de contaminar menos. Los  vehículos eléctricos tienen una desventaja 
frete a los vehículos de combustión ya que el tiempo de carga de batería de un vehículo 
eléctrico es  mayor  que el de uno de combustión, además de que recorren poco 
kilometraje con una carga,  también el rendimiento está  asociado al peso de estos 
vehículos. (SITIOSOLAR,S.L. , 2014) 
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Justificación  
 
La idea de este proyecto está enfocada en el desarrollo de  un diseño computacional  
que garantice el nivel de control y estabilidad  necesario para un vehículo de dos ruedas 
eléctrico, en el que el  asiento del conductor se encuentra dentro de dos  ruedas alineadas  
axialmente, este sería un vehículo pequeño con grandes alternativas viables para un 
trasporte mejor dentro de las ciudades.  
 Ya  que  a diferencia de los vehículos  comunes como automóviles y motociclista  no 
tendrá emisiones contaminantes, contando con una distribución física que  reduce el peso 
aumenta la eficiencia en el consumo de energía.  
 Al tener dimensiones más pequeñas se reduce el espacio utilizado en las calles y 
parqueaderos, siendo cómodo y personal. 
Se podría decir que este diseño podría tener complicaciones especialmente cuando se 
enfrenta a cambios bruscos de velocidad en el momento de  acelera y al utilizar los 
frenos,  producido un efecto conocido como ‘’gerbiling’’ que es cuando el interior gira 
sin control provocando  volteretas, el otro efecto es ‘’sloshing’’ común mente conocido 
como  chapoteo, que es similar al efecto que tienen los líquidos cuando son sometidos al 
movimiento y luego son dejados en reposo buscando quedar  en equilibrio. 
Desde hace más de un siglo se ha elaborado diseños y maquinas conocidas como 
‘’Monowheel’’  que son vehículos de una sola rueda  y  ‘’Diwheels’’ que son muy 
similares al vehículo a estudiado el cual se compone de dos ruedas y un bastidor interior, 
estas máquinas sufren también de problemas de chapoteo y volteretas que afectan la 
comodidad del conductor, debido a su diseño mecánicos y tecnologías que no estaban 
 
4 
disponibles, estos efectos son difícil de controlar porque el centro de gravead del bastidor 
interior (cabina) se encuentra por debajo del centro de las ruedas.  
Al observar los grandes problemas que tiene esta máquina, se propone una alternativa 
de diseño que pueda aportar al desarrollo y evolución de estos vehículos eléctricos  para 
que puedan alcanzar reconocimiento y en futuro sean útiles para la humanidad.  
Esta idea inicia con un desarrollo virtual en donde es posible incorporar tecnologías 
eléctricas y electrónicas, relacionadas al péndulo invertido y  giroscopios con  ruedas de 
inercia que puedan  controlar los parámetros naturales y mantengan  la posición deseada 
de la máquina. Estos parámetros serán modelados en el software computacional conocido 
como MATLAB.  
Objetivos  
1.3.1  General  
Implementar un modelo computacional capaz de poner en práctica varias estrategias 
de control útiles para manipular y controlar  la dinámica del sistema del vehículo inercial, 
para reducir al mínimo el movimiento de balanceo que se produce cuando el vehículo se 
pone en marcha o se detiene. 
1.3.2  Específicos  
 Analizar y estudiar los diferentes modelos y fórmulas que describen el sistema, 
desarrollando modelos prácticos que garanticen la funcionalidad del sistema. 
 Diseñar un esquema visible computacional que explique el comportamiento 
dinámico del sistema. 
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 Generar un conjunto de elementos  útiles que puedan ser utilizados en un 
desarrollo posterior del vehículo inercial. 
 Proponer un tipo de diseño que se aplique a la necesidad del trasporte urbano. 
 Proponer  y disponer de una  información clara, que sea  útil para un desarrollo de 
esta tecnología a futuro. 
1.4  Trabajos anteriores  
Recopilando información adquirida en internet y en artículos publicados en la IEEE  
para así  crear una idea más global de lo que será el vehículo eléctrico de dos ruedas inercial 
(VEDRI). 
En la actualidad  la mayoría de DIWHEELS  se construyen como artefactos de 
diversión,  algunos de estos diseños tienen características muy innovadoras, algunos están 
expuestas en galerías de arte y en ferias  que se realizan en estados unidos como en la 
ciudad de  Nueva York.  
En la figura 1 se puede observar El Vereycken  Diwheel de 1947, tiene la misma 
estructura física de los DIWHEEL actuales así que este diseño cuenta con más de 60 años de 
antigüedad, el cual  se introdujo en Europa para remplazar los automóviles que se utilizaban 
como  trasporte,  este diseño fue hecho por el joven ingeniero italiano Ernest Franquilli, se 
dice que este vehículo puede alcanzar los 115 millas con un costo de operación más 
económico que de los vehículos de su época, se compone de un motor que está apoyado en 
dos enormes ruedas de caucho haciendo que este se mueva hacia adelante, este diseño cuneta 
con puesto adicional para un acompañante. (douglas-self, 2013) 
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Figura 1. Vereycken Diwheel: 1947.  (douglas-self, 2013) 
 En la figura 2 se encuentra La TRINIDAD, es un DIWHEEL construido  por Dave Southall, 
tiene dos motores en cada una de las ruedas, tiene dos palancas de control una para dar una señal 
a la rueda derecha y la otra da una señal a la rueda izquierda, solo tiene una silla equipada con 
un cinturón de seguridad de cinco puntos. (redmaxmonowheel, s.f.). 
 
Figura 2. La Trinidad: 2009.  (redmaxmonowheel, s.f.) 
 En la figura 3 se observa El EDWARD, un DIWHEEL completamente eléctrico 
diseñado y construido por estudiantes de la Universidad de Adelaide, el EDWARD es el 
acrónimo de Electric Diwheel With Active Rotation Damping, tiene dos ruedas 
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alineadas axialmente, y el asiento está en medio de ellas, los estudiantes han estado 
trabajando en este proyecto desde el  2009. (Michelone, 2011). 
 
Figura 3. EDWARD: 2009.  (Michelone, 2011). 
En la figura 4 se observa El SEGWAY PT, es un vehículo de trasporte personal 
tiene dos ruedas con un sistema de autobalance,  controlado por un una computadora, 
este novedoso aparato fue inventado por  Dean Kamen en el 2001, luego fue comprado 
por el británico Jimi Heselden en el año 2010 siendo presidente de Hesco Bastion, el 
SEGWAY es el primer dispositivo con autobalance,  presentado una superficie estable, 
puede alcanzar una velocidad de 20 km/h. (Hachman, 2008) 
 
Figura 4. SEGWAY PT:  (Hachman, 2008) 
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El HOVERBOARD se puede observar en la figura 5, es un vehículo de batería 
portátil y recargable, con dos pequeñas ruedas unidas por una plataforma la cual cuenta 
con un mecanismo de  equilibrio interno sobre las cuales el usuario está parado, es 
controlado por  sensores y un sistema de giroscopio integrado en la plataforma, este 
vehículo fue inspirado en la tabla flotante de las películas Volver al futuro II  y Volver 
al futuro III, primero fue lanzada en la China y Lugo se volvió muy popular por las 
grandes celebridades que lo han usado en el 2015-2016.  (wikipedia, 2016). 
 
Figura 5. HOVERBOARD: 2015 (wikipedia, 2016). 
1.5. Alcance  
Dejar un modelo funcional de un DIWHEEL, que sea base para nuevos estudios y 
desarrollos en movilidad urbana, aportando ecuaciones para el sistema de control del 
vehículo eléctrico de dos ruedas, dejando las puertas abiertas para que otras personas puedan 
experimentar con las piezas mecánicas y sistema de control diseñados, para sí verlo en un 
futuro como una solución  eficiente.    
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1.6. Contribuciones 
  La contribución de este trabajo al estado del arte son las siguientes: una descripción de 
ecuaciones de control relacionadas al vehículo eléctrico, se deja una lista de piezas utilizadas  
en el ensamble del modelo, un prototipo 3D en SOLIDWORKS  y bloques de control en 
MATLAB.  
1.7. Estructura del trabajo de grado  
Este documento está conformado por una serie de partes. En el capítulo 2 (dos)  está 
toda la metodología & investigación sobre el sistema de control. En el capítulo 3 (tres)  se 
muestra toda la metodología que se utilizó para crear el modelo como una breve tutorial para 
utilizar los programas. En el capítulo 4 (cuatro) se presenta el modelo 3D  con una serie de 
pruebas y resultados y por último en él se presentan las conclusiones. 
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Capítulo 2 
Metodología 
Este trabajo fue realizado por un  estudiante de la Universidad Tecnológica de 
Pereira de la facultad de ingeniería eléctrica. Donde se implementa un prototipo 
computacional 3D como base de estudio, para que en un futuro sea implementado como 
un vehículo funcional eléctrico urbano. La estructura de este trabajo es  teórico, donde se 
inicia con el estudio de ecuaciones de control utilizados en vehículos similares, 
recopilando trabajos anteriores para tomar decisiones  sobre las ecuaciones de control 
adecuadas. Luego se diseña el prototipo de vehículo eléctrico para analizar los bloques de 
control utilizando la herramienta de Simulink que se encuentra en el programa de 
MATLAB, para realizar maniobras con señales de entrada  y tomar resultados. 
2.1 Generalidades  
La rueda 
(wiseupkids, 2004). Según la historia es ser humano invento la rueda en el año 4000 
AC, según el historiador J.K. Bridges, el descubrimiento del fuego impulso al  hombre a hacer 
nómada, pero su radio de desplazamiento era limitado, por lo cual nace el trineo como 
vehículo se componía  de trozos de madera atados por caballos. En la figura 6 se puede 
observar la primera rueda conocida como Ur. De una civilización  de Mesopotamia, 
constituida por un disco de arcilla con perforaciones en el centro ,  representando así un objeto 
modesto construido hacia el año 3250 AC, luego después del año 2000 AC, el trineo primitivo 
evoluciono en Mesopotamia apareciendo los primero carros de dos y de cuatro ruedas. El uso 
 
11 
de la rueda en la agricultura fue más notoria al utilizar animales para orientar la dirección de la 
fuerza. 
 
Figura 6. Ur. Civilización  de Mesopotamia 4000 AC.  (wiseupkids, 2004) 
 
Historia de Vehículo eléctrico 
Los vehículos eléctricos tuvieron su oportunidad en el mercado en la época 
preindustrial, pero también en la década de los 90 y ahora en  el siglo XXI. En 1830 un 
escoces llamado Robert Anderson diseño un vehículo eléctrico de batería no recargables, del 
cual otros ingenieros se inspiraron para crear el’’ JAMAIS CONTENTE ‘’el cual se puede 
observar en la figura 7,  siendo el primer vehículo en  superar los 100 km/h en el año 1899, 
hoy en día  este artefacto tecnológico se encuentra en el museo de la automoción de 
Compiegnes en Francia. (madrid, 2015, pág. 18) 
 
 
Figura 7. JAMAIS CONTENTE. 1899. (madrid, 2015, pág. 18) 
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En el año 1907, la firma Anderson Carriage construyo su primer vehículo eléctrico 
pasando a convertirse en  Anderson Electric car  Company al crear el Detroit Electric  en el 
año 1912, este vehículo fue capaza de recorrer hasta 387 km con una sola carga, con 
velocidades muy lentas, a inicios de los 90 circulaban más vehículos eléctricos que a 
gasolina.  
(madrid, 2015, pág. 19). Cuando la compañía FORD lanzo el modelo T producido 
en línea, con un precio que rondaba los 300 dólares en el año 1914, fabricando vehículos 
para la clase media americana lo cual hizo imposible competir ya que un Detroit Electric 
costaba más o menos unos 2.650 dólares. 
En año 1920 el motor de combustión interna le había ganado la carrera al vehículo 
eléctrico y de los millones de vehículos que se fabricaron en el siglo XX  casi ninguno fue 
eléctrico. Pero con el tiempo fue notorio que los motores de combustión interna estarían 
contaminando dándole el reinicio y la fuerza para que volvieran los vehículos eléctricos. 
El vehículo eléctrico en la red de distribución eléctrica  
El trasporte que tenemos hoy en día es dependiente de los hidrocarburos, pero  los 
vehículos eléctricos tienen un impacto en la red eléctrica si este se conecta, desde el 2009 se 
han llevado a cabo numerosos  estudios enfocados en el sistema de carga y los efectos en la 
red, para así avanzar en los estándares de conexión con los protocolos de comunicación y en 
la afección de la carga a distintos parámetros de la red. 
La red de distribución  se encarga de trasportar la energía eléctrica entre la red de 
transporte y el usuario final, el trasporte a lo largo de grandes distancia se realiza a tensiones 
(500, 200 y 132 kV) en la red de trasporte, para luego reducirla cerca del usuario final  desde 
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(33  13,2 kV a 440V- 220V), para distribución.  Las redes se dimensionan para poder 
suministrar la máxima potencia contratada por los usuarios de la red, teniendo en cuenta 
crecimiento y coeficientes de simultaneidad en la potencia demandada, 
El coeficiente de simultaneidad se refiera a que  la potencia generada no coincide con la 
potencia demandada, ya que la demanda diversificada no coincide en el mismo instante de 
tiempo. (madrid, 2015, pág. 43). 
 Datos básicos de la red de distribución actual: 
 Potencia máxima de transformación de un subestación: 400 Kva. 
 N° de hogares alimentados por la subestación: 100. 
 Energía consumida media en un hogar año/día: 2.992 kWh/8.2 KWh. 
 Potencia máxima demandada por los hogares: 4 kW. 
 Potencia media demandada en un hogar: 341 W. 
 
Figura 8. Sistema eléctrico.  (madrid, 2015, pág. 43). 
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Asientos del vehículo   
El diseño de este vehículo proporciona espacio para dos ocupantes con respaldos cómodos 
para un viaje agradable, gracias a su ergonomía y observando las propiedades de la espuma 
flexible de poliuretano la cual es fácil de moldear. 
El poliuretano tiene las siguientes características: 
 Puede soportar grandes cargar  
 Buenas propiedades elásticas con temperaturas altas. 
 Puede darse forma por trozos. 
 Material abundante. 
 Propiedades químicas estables  
(wikipedia., 2016). Este polímero es obtenido mediante condensación de bases 
hidroxílicas combinadas con diisocianatos, estos polímeros son clasificados en dos grupos 
con respecto a su estructura química. 
Poliuretanos termoestables: Son utilizados como espumas para aislantes térmicos y 
espumas resilientes. 
Poliuretanos termoplásticos: Son utilizados en fibras textiles, sellantes, juntas, 
preservativos, componentes de automóvil, muebles  y como selladores de alto rendimiento. 
Para mantener los ocupantes seguros y  sujetos al asiento se proporcionara un cinturón 
de seguridad de tres puntos ya que este vehículo tendrá movimientos no bruscos y así los 
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ocupantes no tengan riesgos como heridas en alguna colisión, los cinturones de seguridad 
tienen un tensor que aseguran el cuerpo por lo que se deben colocar los más pegado posible. 
Baterías 
Las baterías son la fuente de energía de los autos eléctricos 
proporcionando el voltaje requerido para los motores, existen varios tipos 
de baterías: 
Baterías selladas de plomo acido (SLA); son económicas y fácil de 
adquirir pero tiene la desventaja de que son muy voluminosas y pesadas, y 
solo proporcionan 12V de tensión en bornes, ya que son liquidas es posible 
que se derrame acido cuando estén en una posición invertida. 
Baterías de gel (SLA); tienen las mismas características de las 
baterías de plomo convencionales, solo que el ácido se encuentra en forma 
de gel teniendo propiedades semisólidas una de las ventajas es que si una 
batería de estas tiene una perforación no requiere de ventilación. 
Baterías de níquel e hidruro metálico (NiMH); estas solo se 
encuentran en células individuales o por paquetes de celdas, facilitando la 
selección de tensión al poder conectar las celdas en conexión  serie o 
paralelo. 
Baterías de Níquel-Cadmio (Ni-Cd); estas baterías son similares a las 
de NiMH, solo que estas baterías tienen menos perdidas por consumo de 
corriente, amabas baterías (NiMH y NICad) requieren de cargas más  
complejas incorporando circuitos  equilibrados para asegurar que cada celda 
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obtenga la tensión adecuada y así carguen correctamente. (DYER, 2009, 
pág. 47). 
Motores eléctricos  
Los motores eléctricos son máquinas eléctricas giratorias que transforman la energía 
mecánica en energía eléctrica  por medio de la acción de campos magnéticos producidos por 
sus bobinas, se conforman por un estator y rotor. 
Se clasifican en: 
1. Motores de corriente continua (DC) en los que se encuentran: 
 De excitación independiente. 
 De excitación serie. 
 De excitación (shunt) o derivación. 
 De excitación compuesta (compund). 
2. Motores de  corriente alterna (AC) en los que se encuentran: 
 Motores síncronos. 
 Motores asíncronos. 
 Motores monofásicos. 
 Motores trifásicos. 
Ventajas y desventajas 
Motores de corriente DC 
1. Ventajas: 
 La electrónica utilizada para el control es más sencilla. 
 El control es más económico y preciso. 
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2. Desventajas: 
 Necesitan mantenimiento. 
 Tienen un volumen en comparación de un motor AC con la misma potencia  
Motores de corriente AC 
1. Ventajas: 
 Mayor potencia mecánica y eléctrica 
 Menor peso 
2. Desventajas: 
 El control utilizado es menos preciso  
Modelo de control Motor DC 
Para observar el comportamiento de motor DC es necesario realizar un modelo 
matemático aplicado al control, el modelo de la figura 9  representa un motor de imanes 
permanentes, modelado por una resistencia de armadura 𝑅𝑎  enserie con una inductancia 𝐿𝑎 y 
una fuente de tensión 𝑒𝑏  como representación de la fuerza contra electromotriz en la armadura 
del rotor. (BENJAMIN C, 1996, pág. 176) 
 
Figura 9. Modelo del motor DC. (BENJAMIN C, 1996, pág. 176)   
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Variables del modelo: 
 
𝑖𝑎(𝑡) ⟹ 𝐶𝑜𝑟𝑟𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑚𝑎𝑑𝑢𝑟𝑎                      𝐿𝑎 ⟹ 𝐼𝑛𝑑𝑢𝑐𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑎𝑟𝑚𝑎𝑑𝑢𝑟𝑎      
     𝑅𝑎 ⟹ 𝑅𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑚𝑎𝑑𝑢𝑟𝑎               𝑒𝑎(𝑡) ⟹ 𝑉𝑜𝑙𝑡𝑎𝑗𝑒 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜      
𝑒𝑏(𝑡) ⟹ 𝐹𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑚𝑜𝑡𝑟𝑖𝑧       𝐾𝑏(𝑡) ⟹ 𝐶𝑜𝑟𝑟𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑚𝑎𝑑𝑢𝑟𝑎      
𝑇𝐿(𝑡) ⟹ 𝑃𝑎𝑟 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎                                            𝜙 ⟹ 𝐹𝑙𝑢𝑗𝑜 𝑚𝑎𝑔𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 ℎ𝑖𝑒𝑟𝑟𝑜      
 𝑇𝑚(𝑡) ⟹ 𝑃𝑎𝑟 𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑡𝑜𝑟                                 𝜔𝑚(𝑡) ⟹ 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑑𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑡𝑜𝑟      
 𝜃𝑚(𝑡) ⟹ 𝐷𝑒𝑠𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟                 𝐽𝑚 ⟹ 𝐼𝑛𝑒𝑟𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑡𝑜𝑟      
     𝐾1 ⟹ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟                                 𝐵𝑚 ⟹ 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑟𝑖𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑎      
 
Para observar el control del motor DC se aplica una tensión 𝑒𝑎(𝑡) en el terminal de 
armadura, para tener un análisis lineal, suponiendo el flujo entre el hierro y la corriente de la 
armadura es proporcional, por tanto: 
𝑇𝑚(𝑡) = 𝐾𝑚(𝑡)𝜙𝑖𝑎(𝑡)                                                          (2-1) 
 
Siendo 𝜙 constante,  la ecuación (a) se describe como: 
  
 𝑇𝑚(𝑡) = 𝐾𝑖𝑖𝑎(𝑡)                                                               (2-2) 
La  constante del par  𝐾𝑖  representa el par dado en (N-m/A, lb-pie/A, u oz-pul/A). 
Los efectos producto por el voltaje de control 𝑒𝑎(𝑡) en el circuito del motor descrito en la 
figura 9 son:    
Utilizando la ley de Kirchhoff, para analizar la dinámica del motor DC. 
 
   
𝑑𝑖𝑎(𝑡)
𝑑𝑡
=
1
𝐿𝑎
𝑒𝑎(𝑡) −
𝑅
𝐿𝑎
𝑖𝑎(𝑡) −
1
𝐿𝑎
𝑒𝑏(𝑡)                                          (2-3)  
 
    𝑇𝑚(𝑡) = 𝐾𝑖𝑖𝑎(𝑡)                                                           (2-4) 
 
Representación de la fuerza contra electromotriz dada por: 
 
𝑒𝑏(𝑡) =
𝑘𝑏(𝑑𝜃𝑚(𝑡))
𝑑𝑡
= 𝐾𝑏𝜔𝑚(𝑡)                                                    (2-5)   
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Utilizando la segunda ley de Newton se obtiene la dinámica del motor DC. 
 
𝑑2𝜃𝑚(𝑡)
𝑑𝑡2
=
1
𝐽𝑚
𝑇𝑚(𝑡) −
1
𝐽𝑚 
𝑇𝐿(𝑡) −
𝐵𝑚
𝐽𝑚
(
𝑑𝜃 𝑚(𝑡)
𝑑𝑡
)                                 (2-6)    
 
En done 𝑇𝐿(𝑡) representa el par de carga debido a la fricción de Coulomb. En las 
ecuaciones (2-6) y  (2-6) se considera 𝑒𝑎(𝑡) como la causa de todas las causas; la ecuación 
(2-6) considera que 
𝑑𝑖𝑎(𝑡)
𝑑𝑡
  es el efecto instantáneo al aplicar el voltaje 𝑒𝑎(𝑡),  por tanto la 
ecuación (2-4) la 𝑖𝑎(𝑡) produce el par  𝑇𝑚(𝑡), la ecuación (e)  define la fuerza contra 
electromotriz y por último la ecuación   (2-6) es la causante de la velocidad angular   𝜔𝑚(𝑡)  
y el desplazamiento  𝜃𝑚(𝑡).  (BENJAMIN C, 1996, pág. 177) 
Las variables de estado del sistema se definen como (𝑖𝑎(𝑡),𝜔𝑚(𝑡) y 𝜃𝑚(𝑡) ), al 
sustituir directamente y al eliminar las variables que no son de estado de las ecuaciones (2-3) 
y (2-6), las ecuaciones de estado del sistema del motor DC escritas en forma matricial son: 
 
[
 
 
 
 
𝑑𝑖𝑎(𝑡)
𝑑𝑡
𝑑𝜔𝑚(𝑡)
𝑑𝑡
𝑑𝜃𝑚(𝑡)
𝑑𝑡 ]
 
 
 
 
=
[
 
 
 −
𝑅
𝐿𝑎
−
𝐾𝑏
𝐿𝑎
0
𝐾𝑖
𝐽𝑚
−
𝐵𝑚
𝐽𝑚
0
0 1 0]
 
 
 
[
1
𝐿𝑎
0
0
] 𝑒𝑎(𝑡) − [
0
1
𝑗𝑚
0
] 𝑇𝐿(𝑡)                        (2-7) 
Observe que en  este caso, en la ecuación de estado, 𝑇𝐿(𝑡) se tratan como una 
segunda entrada. 
Del diagrama de transferencia entre el voltaje de entrada y el desplazamiento del 
motor es obtenido del diagrama de estado de la siguiente manera.  
 
𝜃𝑚(𝑠)
𝐸𝑎(𝑠)
=
𝐾𝑖
𝐿𝑎𝐽𝑚𝑠3+(𝑅𝑎𝐽𝑚+𝐵𝑚𝐿𝑎)𝑠2+(𝐾𝑏𝐾𝑖+𝑅𝑎𝐵𝑚)𝑠
                                    (2-8) 
 
En donde  𝑇𝐿(𝑡) se igualo a cero. 
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La figura 10 y figura 11 representa  un diagrama de bloques del sistema del motor 
DC, para proporcionar una visión clara de la relación de funciones de transferencia entre 
cada bloque del sistema. Ya que (s) se puede factorizar en el denominador de la ecuación  (2-
8),  el significado de la función de transferencia   
𝜃𝑚(𝑠)
𝐸𝑎(𝑠)
  es el del motor DC es prácticamente 
un dispositivo integrador entre estas dos variables, ya que si  𝑒𝑎(𝑡) es una entrada constante, 
el desplazamiento de salida del motor será la salida de un integrador  incrementándose 
linealmente con el tiempo. (BENJAMIN C, 1996, pág. 178) 
 
 
Figura 10. Representación de control del Motor DC. (BENJAMIN C, 1996, pág. 178) 
 
Figura 11. Representación de control del Motor DC. (BENJAMIN C, 1996, pág. 178)  
 
Controladores para el motor DC 
El controlador se encuentra entre  el motor y el micro controlador, es el encargado de 
proporcionar el voltaje precioso, dado por una señal del micro controlador,  el controlador 
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puede ser de naturaleza pasiva o activa y a su vez el controlador del motor puede tener 
diferentes modos de operación tales como: 
Modo de operación libre: 
Este modo es de funcionamiento libre, el usuario puede controlar la velocidad que 
requiera pero no su aceleración. 
Modo inverso: 
Este modo permite al usuario controlar el torque requerido. Para esto se prueba el 
motor DC sin carga pero se aplica un voltaje para determinar su velocidad, mientras que la 
corriente controla el torque del motor. 
Controlador del motor DC por contactos 
Un controlador para un motor DC se puede hacer de una serie de contractos  como se 
muestra en la figura 12, conmutados  por un dispositivo semiconductor, estos contactos 
cambian de posición revirtiendo los terminales dl motor con respecto a los polos de la 
batería,  controlando así  la dirección del motor, la velocidad del motor puede ser controlado 
por medio de un conmutador que cambia mediante un modulador el  ancho de pulso, esto 
gracias a un conjunto de transistores que se encargan de suministrar las grades corrientes que 
requiere el motor.    
Como se trata de contactos mecánicos estos pueden tardar un tiempo al cambiar de 
estado, este tiempo puede variar ente 10 y 400 milisegundo, este tiempo no es crítico, pero si 
se quiere un cambio rápido en el giro del motor, este tiempo influye en el ancho de banda del 
controlador de inversión de giro,  este controlador puede ser muy económico pero por la 
limitación del ancho de banda no es buena opción si queremos cambiar el giro del motor. 
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Figura 12. Contactos  serie Motor DC. (DYER, 2009, pág. 36) 
 
Controlador del motor puente en H 
Esta configuración consiste en un puente en H como se muestra en la figura 13, el 
cual funciona a través  de la modulación de ancho de pulso (PWM)  de acuerdo con un 
esquema de conmutación particular el cual tiene como interruptores a (Q1, Q2, Q3 y Q4),  
conectados por medio de una señal PWM permitiendo una tensión en el motor, esta 
configuración tiene unas ventajas y desventajas. (DYER, 2009, pág. 37) 
Ventajas: 
 Simplifica las dimensiones del diseño. 
 Él es quema del circuito es muy sencillo. 
 Tiene cuatro cuadrantes de operación (4QD). 
 Tiene un funcionamiento silencioso. 
 Un ancho de banda más amplio. 
Desventajas:  
 Perturbación por corrientes inversas en el diodo  
Una solución a este problema es colocar a Q1 en modo de desconexión cuando el 
 
23 
motor tiene movimiento de avance, para que la corriente fluya a través del transistor, 
evitando la caída de tensión asociada al diodo.  
 
Figura 13.Puente en H Motor DC. (DYER, 2009, pág. 37) 
 
Cuando se requiere que el motor avance (Q3 y Q2) deben estar en la posición de 
encendido y para que el motor tenga retroceso (Q3 y Q2) deben apagarse y encenderse 
(Q1 y Q4), y el motor vera la tensión (Vbateria+E). 
Control aplicado a una bicicleta autónoma 
los investigadores que realizaron una bicicleta autónoma  tuvieron  en cuanta 
parámetros importantes para que este se mantuviera en equilibrio y que la persona que la 
manejara pudiera orientarla  con solo inclinarse en la dirección requerida, los estudios 
dedicados a este proyecto basado en el Angulo de velocidad adaptiva por controlador lógica 
difusa y controladores lineales, desarrollando un modelo con 7 parámetros, analizando el 
contacto de las rueda trasera con el suelo  denominada (𝒳𝔭, 𝒴𝔭), con respecto a un punto de 
referencia (𝒪) indicando el origen, para describir  el ángulo de rotación que tiene el marco de 
la bicicleta. 
 
Figura 14. Diagrama del modelo de la bicicleta. (Ferik2, 2013) 
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?̈? =  𝑀−1[−𝑣𝐶1?̇? − (𝐶0 + 𝑣
2 ∗ 𝐶2)𝑞 + 𝑓]       (2-9),         𝑞 = [
𝜙
𝛿
]         𝑓 = [
𝑇𝜙
𝑇𝛿
]    
 
𝑋1 = 𝜙 → 𝑋1̇ = ?̇? = 𝑋2,   (2-10)    𝑋2̇ = ?̈? , (2-11)   𝑋3 = 𝛿 ⟶ 𝑋3̇ = ?̇? = 𝑋4 , (2-12)           
𝑋4̇ = ?̈?,  (2-13)    
                                                             
𝑞 = [
𝑋1
𝑋3
]                  y                     ?̇? = [
𝑋2
𝑋4
]                                               
Diagrama del modelo de la bicicleta. (Figura 16). 
 
[
𝑋2̇
𝑋4̇
] = 𝑀−1𝑣𝐶1 [
𝑋2
𝑋4
] − (𝐶0 + 𝑣
2𝐶2) [
𝑋1
𝑋3
] + 𝑀−1 [
𝑇𝜙
𝑇𝛿
]                               (2-14) 
 
Representación de modelo en el espacio con velocidad constante. 
 
?̇? = 𝐴𝑥(𝑣, 𝑣2) + 𝐵𝑢                                                   (2-15) 
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢                                                           (2-16) 
 
En una bicicleta eléctrica se analizan dos estrategias de control como lo es el 
centro de gravedad (CG) y el control de su ángulo de giro con respecto a manubrio. En 
general para controlar el centro de gravedad se utiliza el modelo de un péndulo, teniendo 
en cuenta que los movimientos de la bicicleta posee un ángulo de inclinación con 
respecto a la dirección vertical, para esto se proponen tres salidas: ángulo de dirección, 
ángulo de inclinación y el ángulo del que tiene el péndulo, las cuales están presentes en 
este modelo de la bicicleta autónoma. (Ferik2, 2013). 
Volante de Inercia  
El volante de inercia es un elemento que aporta inercia adicional, almacenando 
energía  cinética, el volante de inercia termina su movimiento cuando pierde impulso, de 
modo que este se opone a cambios bruscos de aceleración rotativa reduciendo las 
fluctuaciones de velocidad angular, suavizando el flujo de energía entre la fuente de 
potencia y la carga asociada. (Fundación Wikimedia, 2016) 
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Representación de la fórmula de la energía almacenada en un rotor como energía 
cinética. 
 
𝐸𝑘 =
1
2
∗ 𝐼 ∗ 𝜔2                                                         (2-17) 
Donde: 
 
𝐸𝑘  ⇒ 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑐𝑎    
𝐼 ⇒ 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑐𝑖𝑎  𝑝𝑜𝑟𝑑𝑢𝑐𝑖𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎    
𝜔 ⇒  𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟  
 
Giroscopio  
 
El giroscopio es un elemento mecánico utilizado para medir, y mantener la 
orientación en el espacio establecido, compuesto por un cuerpo con simetría de rotación 
el cual gira alrededor del eje de dicha simetría, cuanto este es sometido a una 
perturbación conserva la orientación de su eje de rotación conservando la inercia 
giroscópica ante la fuerza externa que tiende a cambiar el plano de rotación, un ejemplo 
es la tierra ya que esta se mantiene en rotación. (Fundación Wikimedia, Giróscopo, 2016) 
Ecuación segunda ley de Newton para la rotación. 
𝑑𝐿 = 𝜏𝑛𝑒𝑡𝑜 ∗ 𝑑𝑡                 Donde       𝜏𝑛𝑒𝑡𝑜 = 𝑟 ∗ 𝑀𝑔        Y         𝐿 = 𝐼𝑠 ∗ 𝜔𝑠 
 
𝐼 ⟹ 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑐𝑖𝑎  
𝜔 ⟹ 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑜 𝑎 𝑠𝑢 𝑒𝑗𝑒  
  
𝑑𝐿 = 𝜏𝑑𝑡 = 𝑀𝑔 ∗ 𝑟 ∗ 𝑑𝑡   𝐷𝑜𝑛𝑑𝑒  (𝑀𝑔 ∗ 𝑟) 𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑚𝑢𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜.  
 
Tomando el ángulo del barrido con respecto al eje de movimiento. 
 
𝑑𝜃 =
𝑑𝐿
𝐿
= 𝑀𝑔 ∗ 𝑟 ∗
𝑑𝑡
𝐿
                                                   (2-18) 
 
Representación de la velocidad angular  
 
𝜔𝑝 =
𝑑𝜃
𝑑𝑡
=
𝑀𝑔∗𝑟
𝐿
=
𝑀𝑔∗𝑟
𝐼𝑠∗𝜔𝑠
                                                         (2-19) 
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Modelo del péndulo  
El modelo del péndulo está basado en las ecuaciones de EULER LAGRANGE el 
cual tiene un enfoque newtoniano,  utilizando la primera aproximación  de la energía 
cinética y potencial de los componentes del sistema en términos de coordenadas 
generalizadas, la ecuación de EULER  tiene la siguiente forma. (Miguel Abrahantes, 
2007) 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?
) −
𝜕𝐿
𝜕𝑞
= 𝑄                 (2-20) 
Donde: 
𝑞 ⟹ 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠  
𝐿 = 𝑇 − 𝑃 ⇒ 𝑙𝑒𝑔𝑟𝑎𝑔𝑖𝑎𝑛𝑜  
𝑇 ⇒ 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑐𝑖𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑎  
𝑃 ⇒ 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙  
𝑄 ⇒ 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑓𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎𝑠  
 
 El sistema analizado está conformado por un brazo-motor péndulo con una rueda 
de inercia, la energía del sistema esta descrita por la siguiente  ecuación. 
 
 
Figura 15. Diagrama de péndulo.  (Miguel Abrahantes, 2007) 
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𝑇 =
1
2
?̇?1(𝑚1𝑑
2 + 𝑚2𝐼
2 + 𝐼1 + 𝐼2) +
1
2
𝜃2̇2𝐼2 + ?̇?1?̇?2𝐼2                (2-21) 
 
 La energía potencial del sistema está dada por: 
 
𝑉 = 𝑔(𝑚1𝑑 + 𝑚2𝑙)(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃1)                                     (2-22) 
Donde: 
 
 𝑚1 ⇒ 𝑚𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑏𝑟𝑎𝑧𝑜  
 𝑚2 ⇒ 𝑚𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎  
𝑑 ⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑒𝑙 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑒 𝑦 𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜  
𝑙 ⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑒𝑙 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑒 𝑦 𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛  
𝐼1 ⇒ 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑏𝑟𝑎𝑧𝑜 𝑎𝑙𝑟𝑒𝑑𝑒𝑑𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑎   
𝐼2 ⇒ 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑎𝑙𝑟𝑒𝑑𝑒𝑑𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑎   
 
 
Ecuación de LaGrange-Euler. 
 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?1
) −
𝜕𝐿
𝜕𝜃1
= 0                                                     (2-23) 
 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?2
) −
𝜕𝐿
𝜕𝜃2
= 𝜏                                                     (2-24) 
 
 Torque aplicado  a la rueda producto del torque producido por el motor, 
dada por la relación de diámetros. 
 
𝜏 = 𝑁𝜏𝑚𝑜𝑡𝑜𝑟                                                           (2-25) 
𝜏𝑚𝑜𝑡𝑜𝑟 = 𝑘
1𝑖𝑎 = 𝑘
1 (
𝑣1𝑛−𝑣𝑎
𝑅
)                                           (2-26) 
𝜏 =
𝑁𝑘1
𝑅
𝑣𝑖𝑛 −
𝑁𝑘1𝑘2
𝑅
?̇?2                                                 (2-27) 
 
Donde: 
 
𝑘1, 𝑘2, 𝑅 ⇒ 𝑑𝑎𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑡𝑜𝑟  
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Capítulo 3 
Introducción al Diseño 
Solidworks es un software de diseño CAD, para modelar piezas y mecanismos 
basados en dibujo técnico, permitiendo que el usuario pueda darle forma a sus ideas de 
forma  automatizada fácil y clara.  
3.1 Introducción a SOLIDWORKS  
Creación de una nueva pieza   
En la figura 16 se observa unos números que corresponden a los pasos que se 
deben realizar para crear una pieza en Solidworks,  en la notación (1) encontramos un 
icono con una hoja en blanco el cual indica la creación de un documento nuevo, también 
podemos utilizar el comando (Ctrl+N), luego saldrá un recuadro con tres iconos que 
corresponden a la creación de una pieza, al ensamble de un conjunto de piezas y al 
desarrollo 2D de un ensamble, damos clic a la primera opción y aceptar.    
 
Figura 16. Solidworks inicio.  
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Aparecerá una nueva interface de trabajo como se muestra en la figura 17, donde 
debemos elegir ‘’croquis’’ para que aparezca el icono de croquis que permitirá escoger 
un plano de trabajo conveniente, que se encuentra en uno de los recuadros del plano 
Alzado.  
 
Figura 17. Solidworks croquis.  
En el numeral (1)  de la figura 18 se obtiene las herramientas necesarias para crear 
un dibujo 2D y  unas operaciones que permiten convertir ese dibujo  en  un sólido 3D. 
 
Figura 18. Solidworks sólido.  
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Estas piezas 3D se pueden almacenar en una carpeta,  para luego  facilitar el 
trabajo de ensamblaje del proyecto indicado en la figura 19, para esto debemos darle 
nuevo documento y  luego elegir  la opción (2) del recuadro ensamblaje. 
 
 
 Figura 19. Solidworks ensamblaje.  
 
SOLIDWORS Y MATLAB 
Exportar solido a Matlab 
Para poder exportar proyectos realizados en Solidworks a Matlab, debemos descargar 
el complemento de Matlab SimMechanics que se encuentra en la página de internet 
‘MarhWorks’  en la extensión; Productos y Servicios y buscamos el complemento que 
corresponde a la versión de Matlab que tenemos instalado en nuestro ordenador. Por 
ejemplo encontramos dos archivos llamados: 
 Smlink.r2012b.win32 
 Install_addon.m 
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Es necesario crear una carpeta para guardar estos dos archivos, luego al abrir Matlab 
buscamos la carpeta que contenga los archivos para así escribir en el espacio de trabajo 
los siguientes comandos: 
 
 install_addon('smlink.r2012b.win32.zip') 
 smlink_linksw 
 
Luego de esto es posible validar en el programa de S0lidworks que la extensión de 
Matlab este instalada, en la figura 20 en el numeral (1) se encentra el icono  (opciones) en 
donde encontraremos una pestaña llamada complementos, damos clic y aparecerá un 
cuadro con una lista de complementos de Solidworks, bajamos el cursor y buscamos el 
complemento ‘’SimMechanics link’’  marcamos las dos casillas y aceptar.  Al guarda un 
ensamble damos clic en (guardar como) y buscamos el formato (SimMechanics link (.xml)) 
se guardaran todas las piezas correspondientes al proyecto. 
 
 
Figura 20. Solidworks SimMechanics link  
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Diagrama de Bloques en Simulink  
En Matlab buscamos la carpeta que contenga las piezas guardadas y en el espacio de 
trabajo escribimos como ejemplo el siguiente comando: 
 mech_import('Ensamlaje1.xml') 
Se abrirá un cuadro de trabajo de Simulink como se observa en la figura 21,22, en el 
cual  aparece un conjunto de  elementos de control unidos entre sí, que representan las 
piezas del proyecto. 
 
 
Figura 21,22. Matlab. Simulink.  
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Capítulo 4 
VEDRI 
 
VEDRI se compone de un conjunto de piezas diseñadas en Solidworks en 
sembradas entre sí para formar un vehículo funcional, VEDRI tiene una estructura 
pequeña y liviana para optimizar el espacio, el propósito de este diseño es que se pueda 
tener encanta para movilizar personas en las ciudades y grandes parques. 
La tecnología permite que podamos utilizar aplicaciones y equipos con GPS, así 
que podemos plantear una idea que puede ser utilizada en este tipo de vehículos, donde 
podamos introducir una coordenada como destino en una pequeña computadora y que 
este utilice una ubicación y pueda dar una ruta o poner en marcha el vehículo, haciendo 
autónomo. 
 
Figura 23. VEDRI  
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Este diseño tiene como novedad una rueda más funcional con dos pates móviles 
que permite controlar los movimientos ocasionados por la inercia del vehículo y la puesta 
en marcha del mismo, en cabina se encuentran una ruedas motorizadas controladas por un 
dispositivo que utiliza giroscopios para estabilizar la cabina contra movimientos bruscos 
solucionando el problema de GERBILLING.  
En cada rueda del VEDRI se encuentra un motor DC que proporciona la potencia 
mara direccionar el vehículo, la ventaja de que cada rueda  tenga su motor independiente 
permite que este pueda realizar giros en el mismo espacio, el diseño se asemeja más a una 
burbuja y que los tripulantes tengan una vista más panorámica de su entorno.    
Partes Mecánicas 
Rin externo 
Este rin cuenta con espacio para dos ruedas de goma una para el exterior que hace 
contacto con  el suelo y la otra rueda de goma se encuentra en el interior como superficie 
de contacto con la rueda del motor, adicional tiene dos canales para que puedan 
deslizarse unos balines  de gran tamaño que centran y estabilizan el radio interno. 
 
Figura 24. RIN EXTERNO. 
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Rin interno  
En el interior de este rin se aloja una rueda de goma la cual sirve como soporte 
para las ruedas motorizadas de la cabina, además de esto cuenta con orificios donde se  
introducen unos soportes para los balines de estabilización  y un soporte para el  brazo el 
cual funciona como pivote de péndulo para  cabina. 
 
Figura 25. Rin interno. 
Cabina  
La cabina es una estructura rígida la cual oscila en el interior del rin interno, es el 
soporte para el amortiguador, los asientos, la batería  y el apoyo para los pies, en esta 
estructura se encuentran unas pequeñas ruedas motorizadas que estabilizan la cabían 
contra movimientos bruscos.    
 
Figura 26.Cabina. 
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Asientos y Suspensión  
Los asientos se encuentran anclados a la cabina por un sistema de bisagras, estos a 
su vez  cuentan con amortiguadores que brindan un viaje cómodo para los dos tripulantes.  
 
Figura 27. Asientos y Suspensión  
 
 
Control  
El VEDRI al contar con dos ruedas  presenta movimientos difíciles de controlar 
como el chapoteo o las volteretas que se presentan en este tipo de vehículos, la mayoría de 
Diwheel se basan en la ecuación de LaGrange para representar la derivación dinámica de 
los modelos basados en el sistema de péndulo invertido, tomando tres grados de libertad y 
las restricciones necesarias del sistema.  
Esquema de Control  
El esquema de  control de la figura 28 representa de forma rápida la distribución 
principal del VEDRI.  
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Figura 28. Esquema de control. 
Consideraciones  
El movimiento de la cabina oscila entre el plano  ( 𝑥⏞,  𝑦⏞ ), tomando encueta que 
las ruedas permanece en contacto con el suelo presentando solo movimiento en el eje   
(𝑦⏞), la cabina se mantiene en el centro de gravedad  entre las dos ruedas, el momento de 
inercia alrededor del centro de gravedad de la cabina  incluye las ruedas motorizadas y 
los motores, se asume la potencia en las ruedas como una constante, no hay deslizamiento 
entre las redas tanto exterior como interior, las ruedas son completamente simétricas y 
circulares, la inductancia de los motores  se desprecia por lo cual la expresión matemática 
solo tendrá en cuenta nivel de tensión, corriente y velocidad del motor. (J. Parsons, 2010) 
 
Figura 29. Diagrama esquemático VEDRI 
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Analizando el sistema en tres coordenadas independientes obtenemos: 
𝜃 ⇒ Representa la rotación de la cabina con respecto al eje Z. 
Φ1 ⇒ Representa la rotación de la rueda izquierda con respecto al eje Z 
Φ2 ⇒ Representa la rotación de la rueda derecha con respecto al eje Z 
Ω ⇒ Representa la rotación de la rueda derecha con respecto al eje Y 
Para representar el modelo del VEDRI se utiliza un sistema de coordenadas para 
representar  la posición que permite formular el comportamiento físico de este, la 
dirección del eje X es positivo hacia la izquierda, la dirección del eje Y es positivo hacia 
abajo y el eje Z es positivo hacia la izquierda de los tripulantes. Los signos de rotación se 
determinan de acuerdo con la convención normal de la regla de la mano derecha, la masa 
total del vehículo se agrupa en uno solo y la energía asociada con la velocidad de rotación 
de las ruedas se omite para estudiar el comportamiento interno. . (J. Parsons, 2010). 
Dinámica no lineal  
Utilizando la ecuación de Euler-LaGrange  se obtiene un modelo dinámico 
basado en el uso de la energía de LaGrange, dado por:  
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?𝑖
) −
𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖
= 𝐹𝑖                                                (4-1) 
 Donde la función de LaGrange 𝐿  es la expresión de la diferencia en las energías 
cinética y potencial del sistema, 𝑞𝑖  son coordenadas generalizadas (en el caso 
𝜃, 𝜙1  𝑦 𝜙2  ) y 𝐹𝑖 son fuerzas generalizadas. Con la ecuación de LaGrange se obtiene una 
solución para cada coordenada. . (J. Parsons, 2010). 
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𝑀(𝑞)?̈?  +  𝐶(𝑞, 𝑞 ̇ ) +  𝐷(𝑞 ̇ ) + 𝐺(𝑞) =  𝐹                                   (4-2) 
 Donde 𝑞 = [𝜃   𝜙1   𝜙2]
𝑇 representan  las coordenadas generalizadas en un 
vector, la matriz de inercia es representada por 𝑀(𝑞), el efecto de Coriolisis  y fuerzas 
centrifugas son representados por la matriz 𝐶(𝑞, 𝑞 ̇ ), el amortiguamiento es representado 
por la matriz 𝐷(𝑞 ̇ ), la matriz gravitacional es representada por 𝐺(𝑞) y la igualdad de la 
suma de todas estas matrices es el resultado de la matriz de fuerza generalizada 𝐹.           
(J. Parsons, 2010). 
Definición  
 La distancia del centro de masa en equilibro de la cabina, por lo cual se utiliza 
un vector para representar la derivación del modelo está dado por: 
P𝑏 = (
0
e
0
)                                                           (4-3) 
 Donde (𝑒) equivale al brazo del centro de masa de un péndulo, para representar 
de forma genérica la rotación  en una matriz, definida por: 
Rz(θ) = (
cos(θ) −sen(θ) 0
sen(θ) cos(θ) 0
0 0 1
)                                  (4-4) 
 Esta matriz se utiliza para trasformar el vector P𝑏 en un sistema de coordenadas. 
Rz(θ) ∗ P𝑏 = (
cos(θ) −sen(θ) 0
sen(θ) cos(θ) 0
0 0 1
)(
0
e
0
) = (
−𝑒𝑠𝑒𝑛(𝜃)
𝑒𝑐𝑜𝑠(𝜃)
0
) = ?̂?𝑏(𝜃) = (
?̂?𝑏,𝑥
?̂?𝑏,𝑦
0
)     (4-5) 
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 El momento de inercia en coordenadas (?̂?, ?̂?, ?̂?), por el centro de masa en la 
cabina está dada por: 
 
Jb = (
J𝑏𝑥,𝑥 0 0
0 J𝑏𝑦,𝑦 0
0 0 J𝑏𝑧,𝑧
)                                               (4-6) 
  (J. Parsons, 2010).La diagonal de la matriz representa los momentos de inercia 
con respecto al centro de masa de la cabina, ya que el Angulo de orientación cambia con 
respecto al movimiento. Para representar la Trasformada en términos de la rotación y el 
momento de inercia de la cabina, descrita por: 
Ĵb = Rz(θ)(
J𝑏𝑥,𝑥 0 0
0 J𝑏𝑦,𝑦 0
0 0 J𝑏𝑧,𝑧
)Rz(θ)
𝑇                           (4-7) 
 La distancia del centro de rueda con respecto al centro de la cabina es: 
 
P𝜔 = P𝜔1 = −P𝜔2 = (
0
0
P𝜔,𝑧
)                                          (4-8) 
 Representación del momento de inercia de cada rueda está dada  por: 
 
Ĵ𝜔 = Ĵ𝜔1 = Ĵ𝜔2 = (
J𝜔𝑥,𝑥 0 0
0 J𝜔𝑦,𝑦 0
0 0 J𝜔𝑧,𝑧
)                            (4-9) 
 
Como las ruedas son simétricas (J𝜔𝑥,𝑥 𝑦 J𝜔𝑦,𝑦) son iguales y no rotan 
independientemente en el eje( ẑ). 
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Velocidades  
 La velocidad de traslación y de rotación del vehículo esta descrita con base a la 
función de LaGrange, con respecto a la velocidad angular del centro de masa en 
coordenadas  (?̂?, ?̂?, ?̂?).  (J. Parsons, 2010). 
Dada por. 
?̂?𝑏 = (
0
0
?̇?
)                                                          (4-10) 
Demo que debemos utilizar una expresión para la rueda 1 y la rueda 2 ya que 
estas tiene un velocidad angular con respecto a la cabina.  
?̂?1 = (
0
0
?̇?1
) , ?̂?2 = (
0
0
?̇?2
)                                              (4-11) 
 La velocidad angular relacionada con cada rueda dada por. 
Ω =
?̂?1,𝑥−?̂?2,𝑥
2𝑃𝜔,𝑧
                       ?̂? = (
0
Ω
0
)(
0
0
?̇?2
)                               (4-12) 
 Donde (?̂?1,𝑥 − ?̂?2,𝑥 = 𝑅(?̇?1 − ?̇?2))   representa la velocidad relativa de las dos 
ruedas y (2𝑃𝜔,𝑧) representa la distancia entre las dos ruedas. Ω Representa la velocidad de 
la cabina el cual gira en el eje (?̂?). La velocidad de traslación de las ruedas viene dada en 
términos  del sistema de coordenadas (?̂?, ?̂?, ?̂?) dadas por.  (J. Parsons, 2010). 
?̂?1 = (
?̇?1𝑅
0
0
) = (
𝑣1,𝑥
0
0
),           ?̂?2 = (
?̇?2𝑅
0
0
) = (
𝑣2,𝑥
0
0
)                     (4-13) 
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?̂? = (
1
2
(𝜐1,𝑥 + ?̂?2,𝑥) 
0
0
)                                                    (4-14) 
 La trasformación de estas velocidades en  un sistema de referencia inercial se 
puede lograr utilizando la ecuación de ‘’Craig 1989’’. 
𝑉𝑖 = 𝑉𝑖 + 𝑃 ̇ 𝑖 + ?̂? × 𝑃𝑖                                                  (4-15) 
 La forma de representar la velocidad de las ruedas en términos de un sistema 
inercial están dadas por. 
𝑉1 = ?̂? + 𝑃 ̇ 𝜔1 + ?̂? × 𝑃𝜔1 = (
1
2
(?̂?1,𝑥 + ?̂?2,𝑥) 
0
0
) + (
0
0
0
) + (
0
Ω̇
0
) × (
0
0
𝑃𝜔,𝑧
) = (
?̇?1𝑅
0
0
)     (4-16) 
Y 
𝑉2 = ?̂? + 𝑃 ̇ 𝜔2 + ?̂? × 𝑃𝜔2 = (
1
2
(?̂?1,𝑥 + ?̂?2,𝑥) 
0
0
) + (
0
0
0
) + (
0
Ω̇
0
) × (
0
0
−𝑃𝜔,𝑧
) = (
?̇?2𝑅
0
0
)    (4-17) 
 Donde ?̇?1 y ?̇?2 son las velocidades angulares de las ruedas 1 y 2 
respectivamente y   𝑃𝜔𝑖 representa la posición de la rueda con respecto al eje coordenado 
dela cabina. 
 La velocidad de traslación del centro de masa en términos del sistema 
coordenado  (?̂?, ?̂?, ?̂?) está dado por. 
?̂?𝑏 =
𝑑
𝑑𝑡
?̂?𝑐(𝜃)(
−?̇? cos(𝜃) 𝑒
−?̇? sin(𝜃) 𝑒
0
)                                               (4-18) 
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Donde  ?̂?𝑐(𝜃)  es la posición del centro de masa con respecto al sistema de 
coordenadas definido con anterioridad.  Trasformando esto en un sistema de referencia 
inercial horizontal dada por.  (J. Parsons, 2010). 
𝑉𝑏 = ?̂? + ?̂?𝑏 + ?̂? × ?̂?𝑐(𝜃) =  (
1
2
(?̂?1,𝑥 + 𝜐2,𝑥) 
0
0
) + (
−?̇? cos(𝜃) 𝑒
−?̇? sin(𝜃) 𝑒
0
) + (
0
Ω̇
0
) ×
  (
− sin(𝜃) 𝑒
cos(𝜃) 𝑒
0
) =  (
1
2
(𝜐1,𝑥 + 𝜐2,𝑥) − ?̇? cos(𝜃) 𝑒
−?̇? sin(𝜃) 𝑒
Ω̇ sin(𝜃) 𝑒
)                  (4-19) 
Energía Cinética 
 (J. Parsons, 2010). La energía cinética del vehículo puede ser analizada  por 
separado en términos de las ruedas y de la cabina. 
La energía asociada a cada rueda está dada por. 
𝑇𝜔𝑖 =
1
2
𝑚𝜔[𝑉𝑖]
𝑇𝑉𝑖 +
1
2
[𝑊𝑖]
𝑇𝐽𝜔𝑊𝑖 =
1
2
(𝑚𝜔?̇?1
2𝑅2 +
𝐽𝜔𝑦𝑦(?̇?1𝑅−?̇?2𝑅)
2
4𝑃2𝜔,𝑧
+ 𝐽𝜔𝑧𝑧?̇?1
2)    (4-20) 
 Donde (𝑇𝜔𝑖) es la combinación de la energía cinética en la traslación y rotación 
de cada rueda, (𝑖 = 1,2) representa la rueda (1) y la rueda (2). 
 La energía cinética saciada a la cabina está dada por. 
𝑇𝑏 =
1
2
𝑚𝑏[𝑉𝑏𝑐]
𝑇𝑉𝑏𝑐 +
1
2
[𝑊𝑏𝑐]
𝑇𝐽𝑏𝑐𝑊𝑏𝑐           
=
𝑚𝑏
2
(
(?̇?1𝑅 + ?̇?2𝑅)
2
− ?̇? cos(𝜃) 𝑒)
2
+ (?̇? sin(𝜃) 𝑒)
2
+ (− sin(𝜃) 𝑒
(?̇?1𝑅 + ?̇?2𝑅)
2𝑃𝜔,𝑧
) + 
 
+
1
2
((𝐽𝑏𝑧𝑧sin
2(𝜃) + 𝐽𝑏𝑥𝑥 cos
2(𝜃)) 
(?̇?1𝑅+?̇?2𝑅)
2
(2𝑃𝜔,𝑧)
2 + 𝐽𝑏𝑧𝑧?̇?
2                  (4-21) 
 
44 
 Donde 𝑇𝑏 es la combinación de la energía cinética en la traslación y rotación de 
la cabina. 
Energía potencial 
La energía potencial de la cabina es menor cuando (𝜃 ≈ 0)  y en  el centro de la 
rueda la energía potencia es  cero, la combinación de la energía potencial de las ruedas y 
de la cabina está dada como.  (J. Parsons, 2010). 
𝑉 = −𝑚𝑏𝑒 cos(𝜃)𝑔                                                   (4-22) 
 Donde 𝑔 representa la aceleración por gravedad. 
LaGrange   
 La función de LaGrange para el vehículo de dos ruedas  es la defenecía entre la 
energía cinética y potencial dada como. 
𝐿 = 𝑇𝑏 + 𝑇𝜔1 + 𝑇𝜔2 − 𝑉 
𝐿 =
1
2
(𝐽𝑏𝑧𝑧𝑚𝑏𝑒
2)𝜃2̇ −
1
2
(𝑚𝑏𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜃))?̇?(?̇?1 + ?̇?2) +  
1
2
(𝐽𝜔𝑧𝑧 +
𝑅2
(2𝑃𝜔,𝑧)
2 [𝑚𝑏𝑃𝜔,𝑧
2 + 𝑚𝜔4𝑃𝜔,𝑧
2 + 2𝐽𝜔𝑦𝑦 + (𝐽𝑏𝑥𝑥 + 𝑚𝑏𝑒
2) sin2(𝜃) + 𝐽𝑏𝑥𝑥 cos
2(𝜃))] 
× (?̇?21 + ?̇?
2
2) + (
𝑅2
(2𝑃𝜔,𝑧)
2 [𝑚𝑏𝑃𝜔,𝑧
2 − 2𝐽𝜔𝑦𝑦 − ((𝐽𝑏𝑥𝑥 + 𝑚𝑏𝑒
2) sin2(𝜃) + 𝐽𝑏𝑦𝑦 cos
2(𝜃))]) (?̇?1?̇?2) + 𝑚𝑏𝑒 cos(𝜃)𝑔       (4-23) 
 Recopilando los momentos inerciales del sistema y renombrando los términos 
podemos expresarlo de una forma más compacta, de la siguiente manera. 
 
𝐿 =
1
2
𝐽𝑏𝑧𝑧𝜃2̇ −
1
2
𝑎𝑥 cos(𝜃) ?̇?(?̇?1 + ?̇?2) +
1
2
𝐽𝜔𝑧𝑧(?̇?
2
1
+ ?̇?2
2
) +
1
2
(
𝑚𝑏𝑅
2
4
) (?̇?1 + ?̇?2)
2
 
+
1
2
(𝛼2[2𝐽𝜔𝑦𝑦 + 𝐽𝑏𝑦𝑦](?̇?1 + ?̇?2)
2
+ 𝑎𝑔 cos(𝜃)                             (4-24) 
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 Donde (𝛼 =
𝑅
2𝑃𝜔,𝑧
)  es la relación de rotación,(𝐽𝑏𝑧𝑧 = 𝑚𝑏𝑒
2 + 𝐽𝑏𝑧𝑧) es el 
momento inercial equivalente de la cabina el eje (?̂?), (𝐽𝑏𝑦𝑦 = (𝐽𝑏𝑥𝑥 + 𝑚𝑏𝑒
2) sin2(𝜃) +
𝐽𝑏𝑦𝑦 cos
2(𝜃)) es el momento inercial equivalente de la cabina el eje  (?̂?), donde (𝐽𝑏𝑥𝑥 +
𝑚𝑏𝑒
2)  es el momento efectivo inercial cuando el vehículo se encuentra alrededor el eje 
vertical con (𝜃 = 90°), los términos trigonométricos se deben a la oscilación como 
péndulo creando mayor momento de inercia, (𝐽𝜔𝑧𝑧 = (𝐽𝜔𝑧𝑧 + 𝑚𝜔𝑅
2)  es el momento 
inercial cuando la rueda está en contacto en un punto con el suelo, (𝑎𝑥 = 𝑚𝑏𝑅𝑒) es el 
término que representa  el acoplamiento cruzado entre las ruedas y la cabina y 
(𝑎𝑔 = 𝑚𝑏𝑒𝑔) representa una constante de conveniencia.  (J. Parsons, 2010). 
Ecuación de Euler - LaGrange  
 Dinámica del sistema. 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?
) −
𝜕𝐿
𝜕𝜃
+ 𝑏(2?̇? − ?̇?1 − ?̇?2) = −𝜏1 − 𝜏2                            (4-25) 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?1
) −
𝜕𝐿
𝜕𝜙1
+ 𝑏(?̇?1 − ?̇?) + 𝑏0?̇?1 = 𝜏1                                  (4-26) 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?2
) −
𝜕𝐿
𝜕𝜙2
+ 𝑏(?̇?2 − ?̇?) + 𝑏0?̇?2 = 𝜏2                                  (4-27) 
 
 Donde (𝑏) es el coeficiente de amortiguamiento viscoso, la relación de la 
velocidad relativa entre la cabina y las ruedas (𝜙1,2),  (𝑏0) es la constante viscosa 
asociada con las ruedas del motor y (𝜏1,2) es la diferencia de torque aplicado al interior 
de la rueda y el exterior  en contacto con la rueda del motor.  (J. Parsons, 2010). 
Evaluando  las condiciones  para 𝜃. 
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𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?
) = 𝐽𝑏𝑧𝑧?̈? −
𝑎𝑥
2
cos(𝜃) (?̈?1 + ?̈?2) +
𝑎𝑥 sin(𝜃)
2
?̇?(?̇?1 + ?̇?2)              (4-28) 
(
𝜕𝐿
𝜕𝜃
) =
𝑎𝑥 sin(𝜃)
2
?̇?(?̇?1 + ?̇?2) + 𝛼
2 sin(𝜃) cos(𝜃) [(𝐽𝑏𝑥𝑥 + 𝑚𝑏𝑒
2) − 𝐽𝑏𝑦𝑦](?̇?1 + ?̇?2)
2
−
𝑎𝑔sin (𝜃)                                                           (4-29) 
 Evaluando  las condiciones  para 𝜙1. 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?1
) = 𝐽𝜔𝑧𝑧?̈?1 +
𝑚𝑏𝑅
2
4
(?̈?1 + ?̈?2) + 𝛼
2(2𝐽𝜔𝑦𝑦 + 𝐽𝑏𝑦𝑦)(?̈?1 + ?̈?2) 
+2𝛼2 sin(𝜃) cos(𝜃) [𝐽𝑏𝑧𝑧 + 𝑚𝑏𝑒
2 − 𝐽𝑏𝑦𝑦]?̇?(?̇?1 − ?̇?2) −
𝛼𝑥
2
(− sin(𝜃) ?̇?2 + 𝑐𝑜𝑠(𝜃)?̈?)      (4-30) 
(
𝜕𝐿
𝜕𝜙1
) = 0                                                              (4-31) 
 Evaluando  las condiciones  para 𝜙2. 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕?̇?1
) = 𝐽𝜔𝑧𝑧?̈?2 +
𝑚𝑏𝑅
2
4
(?̈?1 + ?̈?2) + 𝛼
2(2𝐽𝜔𝑦𝑦 + 𝐽𝑏𝑦𝑦)(−?̈?1 + ?̈?2) 
+2𝛼2 sin(𝜃) cos(𝜃) [𝐽𝑏𝑧𝑧 + 𝑚𝑏𝑒
2 − 𝐽𝑏𝑦𝑦]?̇?(−?̇?1 + ?̇?2) −
𝛼𝑥
2
(− sin(𝜃) ?̇?2 + 𝑐𝑜𝑠(𝜃)?̈?)   (4-32) 
(
𝜕𝐿
𝜕𝜙2
) = 0                                                           (4-33) 
 
 
Ecuación Diferencial  
 La  ecuación diferencial aplicada a las  ruedas está dada por.  
𝐽𝑏𝑧𝑧?̈? −
𝛼𝑥
2
cos(𝜃) (?̈?1 + ?̈?2) − 𝛼
2 sin(𝜃) cos(𝜃) [𝐽𝑏𝑥𝑥 + 𝑚𝑏𝑒
2 − 𝐽𝑏𝑦𝑦](?̇?1 + ?̇?2)
2
 
+𝑎𝑔 sin(𝜃) + 𝑏(2?̇? − ?̇?1 − ?̇?2) = −𝜏1 − 𝜏2                            (4-34) 
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𝐽𝜔𝑧𝑧?̈?1 +
𝑚𝑏𝑅
2
4
(?̈?1 + ?̈?2) + 𝛼
2(2𝐽𝜔𝑦𝑦 + 𝐽𝑏𝑦𝑦)(?̈?1 + ?̈?2) 
+2𝛼2 sin(𝜃) cos(𝜃) [𝐽𝑏𝑥𝑥 + 𝑚𝑏𝑒
2 − 𝐽𝑏𝑦𝑦]?̇?(?̇?1 + ?̇?2) 
+
𝛼𝑥
2
(sin(𝜃) ?̇?2 − 𝑐𝑜𝑠(𝜃)?̈?) + 𝑏0?̇?1 + 𝑏(?̇?1 − ?̇?) = 𝜏1                    (4-35) 
 
Y  
𝐽𝜔𝑧𝑧?̈?2 +
𝑚𝑏𝑅
2
4
(?̈?1 + ?̈?2) + 𝛼
2(2𝐽𝜔𝑦𝑦 + 𝐽𝑏𝑦𝑦)(−?̈?1 + ?̈?2) 
+2𝛼2 sin(𝜃) cos(𝜃) [𝐽𝑏𝑥𝑥 + 𝑚𝑏𝑒
2 − 𝐽𝑏𝑦𝑦]?̇?(−?̇?1 + ?̇?2) 
+
𝛼𝑥
2
(sin(𝜃) ?̇?2 − 𝑐𝑜𝑠(𝜃)?̈?) + 𝑏0?̇?2 + 𝑏(?̇?2 − ?̇?) = 𝜏2                 (4-36) 
 Hora este sistema de ecuaciones diferenciales puede ser solucionado en 
términos de (?̈?,  ?̈?1 𝑦 ?̈?2 ), para dar origen a las aceleraciones  angulares respectivas,  
para obtener resultados de interés y de espacio se omitieron restricciones, después de 
linealizar  el sistema se tomaron uso de estas soluciones.  (J. Parsons, 2010). 
 
Estas ecuaciones se pueden representar de forma matricial como. 
 
𝑀(𝑞)?̈?  +  𝐶(𝑞, 𝑞 ̇ ) +  𝐷(𝑞 ̇ ) + 𝐺(𝑞) =  (
−𝜏1 − 𝜏2
𝜏1
𝜏2
)                (4-37) 
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 Esta ecuación está dada por. 
  
𝑀(𝑞) =
(
 
 
𝐽𝑏𝑧𝑧 −
𝛼𝑥
2
cos (𝜃) −
𝛼𝑥
2
cos (𝜃)
−
𝛼𝑥
2
cos (𝜃) 𝐽𝜔𝑧𝑧 + 𝑊 + 𝑌 𝑊 − 𝑌
−
𝛼𝑥
2
cos (𝜃) 𝑊 − 𝑌 𝐽𝜔𝑧𝑧 + 𝑊 + 𝑌
)
 
 
                (4-38) 
 
𝐶(𝑞, 𝑞 ̇ ) = (
−𝛼2𝑍𝑠𝑖𝑛(𝜃) cos(𝜃) (?̇?1 − ?̇?2)
2
2𝛼2𝑍𝑠𝑖𝑛(𝜃) cos(𝜃) (?̇?1 − ?̇?2)?̇?
2𝛼2𝑍𝑠𝑖𝑛(𝜃) cos(𝜃) (−?̇?1 + ?̇?2)?̇?
)                         (4-39) 
 
𝐷(𝑞 ̇ ) = (
𝑏(2?̇? − ?̇?1 − ?̇?2)
𝑏0?̇?1 + 𝑏(?̇?1 − ?̇?)
𝑏0?̇?2 + 𝑏(?̇?2 − ?̇?)
)                                       (4-40) 
 
𝐺(𝑞) = (
−𝑎𝑔 sin(𝜃)
0
0
)                                              (4-41) 
 
Donde (𝑊 =
𝑚𝑏𝑅
2
4
, 𝑌 = 𝛼2(2𝐽𝜔𝑦𝑦 + 𝐽𝑏𝑦𝑦)  y  𝑍 = [𝐽𝑏𝑧𝑧 + 𝑚𝑏𝑒
2 − 𝐽𝑏𝑦𝑦]), Y está en términos 
de (𝜃). 
 
Acoplamiento Electro-Mecánico del Sistema 
  (J. Parsons, 2010). Evaluación del término (𝜏). Suponiendo que los motores 
son de imanes permanentes para impulsar  el vehículo y que la inductancia de estos  
(𝐿𝑚) es pequeña  y despreciable, se tiene en cuenta solo la corriente (𝑖𝑖 ) y tensión 
(𝑉𝑚, 𝑖) de alimentación y la velocidad del motor ?̇?𝑚 = 𝑁𝑚(?̇?𝑖 − ?̇?) en función 
algebraica dada como. 
𝑅𝑚𝑖𝑖 + 𝐾𝑡?̇?𝑚 = 𝑉𝑚, 𝑖                                                                    (4-42) 
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 Donde (𝑅𝑚)  es la resistencia de armadura del motor, (𝐾𝑡) representa la 
constante del torque del motor acoplado a cada rueda 𝑖 = 1,2.  El torque inducido del 
motor en cada rueda exterior está dada por. 
𝜏𝑖 = 𝑁𝑚𝐾𝑚𝑖𝑖                                                                         (4-43) 
 
 Donde (𝑁𝑚) es la relación de trasmisión  entre la rueda y el motor. 
Combinando las ecuaciones (4-42) y (4-43) se obtiene el torque  en términos de  del 
voltaje y velocidad del motor. 
𝜏𝑖 = 𝑁𝑚𝐾𝑚 (𝑉𝑚.𝑖 − 𝑁𝑚𝐾𝑚(?̇?𝑖 − ?̇?))/𝑅𝑚                              (4-44) 
 
 
Ecuación Diferencial Electro-Mecánica del Sistema 
 
 (J. Parsons, 2010). Si se hacen las sustituciones adecuadas, las ecuaciones se 
pueden expresar en forma tal que se puedan separar el sistema.  Definiendo las variables. 
𝜙 =
1
2
(𝜙1 + 𝜙2)                                                                   (4-45) 
 El ángulo de la cabina dado por. 
Ω =
𝑅
2𝑃𝜔,𝑧
(?̇?1 − ?̇?2)                                                 (4-46) 
 Voltaje medio  del motor dado por. 
𝑉𝑚 =
1
2
(𝑉𝑚1 + 𝑉𝑚2)                                             (4-47) 
 Diferencia del voltaje del motor 
𝑉𝑚∆=
1
2
(𝑉𝑚1 − 𝑉𝑚2)                                           (4-48) 
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Ecuaciones diferenciales  del sistema.  
 
 
Tabla 1. Ecuaciones diferenciales  del sistema. 
𝐽𝑏𝑧𝑧?̈? − 𝑎𝑥 sin(𝜃) ?̈? − 𝑍𝑠𝑖𝑛(𝜃) cos(𝜃)Ω
2 +𝑎𝑔 sin(𝜃) + 2𝑏(?̇? − ?̇?) +
2𝐾𝑡𝑁𝑚
𝑅𝑚 
𝑉𝑚 −
2𝐾𝑡
2𝑁𝑚
2
𝑅𝑚 
(?̇? + ?̇?) = 0 
 
(4-49) 
 
(2𝐽𝜔𝑧𝑧 +
𝑚𝑏𝑅
2
2
) ?̈? − 𝑎𝑥 cos(𝜃) ?̈? + 𝑎𝑥 sin(𝜃) 𝜃2̇ + 2𝑏0?̇?  + 2𝑏(?̇? + ?̇?) −
2𝐾𝑡𝑁𝑚
𝑅𝑚 
𝑉𝑚 +
2𝐾𝑡
2𝑁𝑚
2
𝑅𝑚 
(?̇? + ?̇?) = 0 
 
(4-50) 
 
 
Y 
(
1
2𝛼
𝐽𝜔𝑧𝑧 + ?̂?𝑦𝑦) Ω
2 + 2𝛼 sin(𝜃) cos(𝜃) 𝑍𝜃Ω̇ +
1
2𝛼
𝑏0Ω +
1
2𝛼
𝑏Ω − (
𝑅
𝑃𝑤,𝑧
)
2𝐾𝑡𝑁𝑚
𝑅𝑚 
𝑉𝑚Δ +
2𝐾𝑡
2𝑁𝑚
2
𝑅𝑚 
Ω = 0 
(4-51) 
 
 
Donde    (𝐽𝑦𝑦 = 2𝐽𝜔𝑦𝑦 + 𝐽𝑏𝑦𝑦)  es el momento de inercia de todo el sistema sobre el  eje 
(?̂?). 
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Capítulo 5 
Simulación 
 Esta simulación se realizó utilizando el programa de MATLAB después de 
haber construido el modelo en el programa SOLIDWORKS,  para esto se realizó un 
ensamble del vehículo por partes para que el diagrama de control fuera más reducido y 
fácil de estudiar. 
5.1 Ensambles que conforma el vehículo.  
RUEDA EXTERNA  
 Esta es la pieza que está en contacto con el suelo y el motor DC. 
 
Figura 30. RUEDA EXTERNA 
RADIO INT  
 En esta pieza se aloja la RUEDA EXTERNA y la CABINA, tiene soporte para 
sostener la cabina y una cadena de balines que funcionan como rodamiento para RUEDA 
EXTERNA. 
 
Figura 31. RADIO INT. 
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CABINA  
 La cabina esta acoplada al RADIO INT por medio de unas ruedas motorizadas y 
brazo central, es donde los tripulantes tienen control total del vehículo. 
 
Figura 32. CABINA. 
MOTOR DC 
 El motor DC es el encargado de proporcionar el para necesario para trasladar el 
vehículo, está adherido al  RADIO INT.  
 
Figura 33. MOTOR DC. 
Rueda del Motor  
 Esta rueda pertenece al MOTOR DC y es la pieza que está en contacto con la 
RUEDA EXTERNA.  
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Figura 34. Rueda del motor. 
 Al realizar un solo ensamble con todos los componentes diseñados el diagrama 
se vuelve muy extenso, dificultando el trabajo de control del sistema, al sepáralo por 
ensambles el diagrama de control es más compacto   mostrando los bloques de interés.  
 
 
Figura 35. Ensamble VEDRI. 
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Diagrama de Control 
 En la siguiente figura se puede observar el diagrama de control en Simulink 
obtenido como resultado de haber realizado el ensamble  por partes, facilitando el análisis 
del vehículo como se pude observar hay una pieza de referencia que se encuentra 
anclada, esta pieza corresponde un rodamiento en común de la CABINA y de los dos  
RADIOS INT. 
 
Figura 36. Diagrama de Control VEDRI. 
 Para observar el diseño desde  el entorno de Simulink en MATLAB damos clic 
en el botón (Start simulation) se abrirá un modelo 3D con el cual podemos ver tanto 
centros de gravedad como coordenadas del sistema. 
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Figura 37. Diseño Simulink-VEDRI. 
Las articulaciones del diseño giran sin control, para solucionar  esto se utiliza bloques de 
simulación como los son; Joint Actuator, Joint Sensor, Scope, Mux, derivative y Sine 
Wave, tanto para el control como para la toma de resultados.  
 
Figura 38. Bloques de Simulación. 
Subsistemas  
Para facilitar el control se separan las señales de entrada de los bloques, trasladándolo a 
un subsistema como se observa en la figura. En el subsistema se encuentra todos los 
bloques relacionados al diseño y en el susbsisema1  se encuentra las señales sinusoidales 
que controlan los movimientos del modelo. 
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Figura 39. Subsistemas  
GUIDE Aplicado al Sistema 
 Para darle un control más dinámico al sistema se incorporó un control 
utilizando la herramienta de MATLAB  GUIDE, como se puede observar en la  figura.  
 Para el botón de ARRANQUE  introducimos en el editor MANDO el siguiente 
código el cual busca y abre el archivo VEDRI0_1 y e inicia la simulación. 
function pushbutton3_Callback(hObject, eventdata, handles) 
find_system('name','VEDRI0_1'); 
open_system('VEDRI0_1'); 
set_param(gcs,'SimulationCommand','Start'); 
Para  la MARCHA  derecha e izquierda  introducimos en el editor MANDO el siguiente 
código el cual toma valores positivos y negativos los evalúa en una función exponencial, 
este nuevo valor es introducido en la amplitud y la frecuencia de las señales de control 
para ambas ruedas. 
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function slider4_Callback(hObject, eventdata, handles) 
V=get(hObject,'value'); 
X=exp(V); 
A=1/((exp(V))); 
set(handles.edit1,'String',V); 
set_param('VEDRI0_1/Subsystem1/Sine Wave1','Amplitude',num2str(X)); 
set_param('VEDRI0_1/Subsystem1/Sine Wave1','Frequency',num2str(A)); 
Y  
function slider8_Callback(hObject, eventdata, handles) 
F=get(hObject,'value'); 
XX=exp(F); 
AM=1/((exp(F))); 
set(handles.edit3,'String',F); 
set_param('VEDRI0_1/Subsystem1/Sine Wave2','Amplitude',num2str(XX)); 
set_param('VEDRI0_1/Subsystem1/Sine Wave2','Frequency',num2str(AM)); 
Para detener la simulación con el botón PARO introducimos el siguiente código.  
set_param(bdroot,'SimulationCommand','stop'), 
disp(sprintf('\nSimulation closed.')) 
De esta forma podemos introducir valores sin necesidad de detener la simulación y 
observar el comportamiento del sistema. 
 
 
 
58 
Señales de Salida del Sistema  
La figura es la toma de resultados del sistema por medio de un osciloscopio de 
simulación, el cual contiene unas líneas que representan; Angulo (rad), velocidad 
angular(
rad
s
), aceleración angular (
rad
s2
)  y torque en (N*m) en el tiempo. 
 
 
Figura 40. Señales de salida   
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Conclusiones y Recomendaciones 
 Es posible desarrollar vehículos que puedan traer soluciones al  medio ambiente 
y desarrollo en el trasporte urbano, al utilizar vehículos eléctricos.  
 La matemática utilizada para sistemas  de dos ruedas se basa en los mismos 
principios y ecuaciones, por lo cual es fácil de entender los fenómenos asociados al 
sistema. 
Las herramientas de diseño 3D y simulación permiten visualizar y analizar los modelos, 
evitando gastos innecesarios al momento de experimentar.  
 El desarrollo de este trabajo se enfocó en el funcionamiento analítico del 
sistema y de las partes básicas que conforman los vehículos eléctricos de dos ruedas 
dando una solución de mejora a los problemas que pueden tener estos vehículos, dejando 
las puertas abiertas a  futuros estudios y la posible construcción de un prototipo 
funcional. 
Recomendación     
 Al separar los componentes por ensambles, simplifica el diagrama de control, 
dejando solo los bloques de interés para sí controlarlos de manera más fácil, las señales 
utilizadas para el control son sinusoidales, en algunos casos tendremos que cambiar en el 
Joint Actuador para que actué como movimiento o como fuerza generada, dependiendo 
de la pieza que queramos controlar. 
 Al momento de realizar el ensamble tener muy claro que partes van unidas  y 
que partes no porque esto se ve reflejado en el diagrama de control que se exporta a 
Simulink en MATLAB. 
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